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ALGEBRA

Capitolul I. Elemente de calcul matriceal si
sisteme de ecuatii liniare

1. Permutari
1.1. Notiunea de permutare, operatii, proprietati

Fie 4 = {1, 2, 3, ..., n}. O functie bijectivi o : 4 —> A se numeste
permutare (substitutie) de gradul n. Se noteaza multimea tuturor permutirilor de
gradul # cu S, sau o, iar elementele din S, le vom nota cu litere mici grecesti: o, 3, v,
s 0, \, 0,0, T.

O permutare ¢ de gradul # se reprezinta printr-un tablou de forma:

1 2 3 n
o= .
o(l) o(2) o(3) .. o(n)
Numarul tuturor permutdrilor de gradul #, adica numarul tuturor functii-
lor bijective ale unei multimi cu » elemente in ea insasi, este egal cu n!.
Permutarea identica se noteaza cu e si avem:

1 23 .. n
e= :
1 2 3 .. n
1.2. Produsul (compunerea) permutarilor

Fied= {1, 2,3, ..., n}, iar ¢ si ¢, doud permutari de gradul », adicd ¢ €
= S,, ¢ € S,. Permutarea c o ¢, definitd prin (¢ o ¢)(a) = o(¢p(a)), V a € 4, se
numeste produsul (sau compunerea) permutérilor ¢ si @.

5 ( 1 2 3 .. n j i ( 1 2 3 n j
Dacia o = S1Q = )
o(l) o2) o(3) .. oln o) ¢2) 9o3) .. o)

. B 1 2 3 n
stunet o (p_[c((p(l)) a(0(2) o(eB3)) .. G((P(n))].

Observatie. Se mai scrie 6 o @ = c@; operatia de compunere a permutarilor se
mai numeste inmultirea permutarilor.

1 23 1 23
Exemplu. Sa consideram permutérile de gradul 3, =[2 1 3) s1o :(3 : 2}.
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1 2 3)(1 2 3 1 23
Produsul 6@ este permutarea cop = 5 = )

) 1 2 3)\(1 2 3 1 2 3
1ar @G este permutarea Oc = = ;
31 2)2 1 3 1 3 2

Observam ca oo # ¢o.
Proprietitile inmultirii permutarilor

1. Inmultirea permutarilor este asociativi, adicd Vo, B,y €S, avem

a(By) = (aB)y.
1 2 3 n .
2. Elementul neutru. Permutarea e = 1 2 3 are proprietatea ca
n

ec=ce=0, Voedl,.

3. Orice permutare are o inversd, adici V o € S,, 36! € S, astfel incit
oo '=¢ log=e.

4. Inmultirea permutdrilor nu este, in general, comutativa.

1.3. Transpozitii

Fied={1,2,3,..,n}sii,j € 4, i#j. Se numeste transpozitie, si se

123...i...j...nJ

noteaza t; sau (i), permutarea t; = (ij) = : )
1 23 .. j ... i .. n

Proprietiti ale transpozitiei

L () = (D);
2. ()" = (j);
3.(G)) =e.

Numarul tuturor transpozitiilor de gradul 7 este egal cu C,f :

1.4. Inversiunile unei permutiiri. Semnul (signatura) unei permutari

Fied ={1,2 3, ..., n} si M, submultimea produsului cartezian 4 x A,
definita prin: M= {(i, /)| 1 <i<j<n).

Daca o €S, este o permutare de gradul n, atunci o pereche ordonati
(i, /) €M se numeste inversiune a permutirii o daci o(i) > o(j). Vom nota cu
m(c) numdrul tuturor inversiunilor permutirii 6. Avem: 0 < m(c)< C 5 .

Numirul g(c) = (—=1)"'” se numeste semnul (sau signatura) permutarii G.
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Permutarea ¢ se numeste pard dacé e(c) = + 1, adica pentru m(c) par.
Permutarea ¢ se numeste impard daca e(c) = —1, adica pentru m(c)
impar.

|
|-

1 2 3
%
2)

31
Numérul de inversiuni al permutérii ¢ este m(c) =1+ 1= 2.
Semnul permutirii ¢ este £(c) = (—1)* =+ 1, adicd © este permutare para.
Propozitie. Orice transpozitie este impara.
Daci 1, = (i), i <j, atunci g(t) =— 1.
Propozitie. Daca ¢ € S, este o permutare de gradul », atunci semnul permutarii
o este dat de formula:

Exemplu. Fie permutarea ¢ = [

c(i)—-o(j
elo)= ] L=,
1sicjsn 1T/
Propozitie. Daca o si ¢ sunt permutéri de gradul », atunci &(c@) = &(c) £(@).
Propozitie. Orice permutare de gradul #, (n > 2), este un produs de transpozitii.

1 2 3 4

Exemplu. Consideram permutarea ¢ =
3 41 2

] si o scriem ca produs de

transpozitii.
Avem o(1) = 3; considerdm transpozitia 13 si facem produsul

1 2 3 4\(1 2 3 4 1 2 3 4
O =Tz "' 0= = = Ts4.
321 4){3 41 2 1 4 3 2

Din 1,4 = 113 * ¢ rezultd o = T;3724.
Consecinte
. Permutarea oo este pard dacad permutarile ¢ si ¢ au acelasi semn.
. Permutarea o este impara dacd permutérile ¢ i ¢ au semne contrare.
. Orice permutare pard este un produs al unui numar par de transpozitii.
. Orice permutare impard este un produs al unui numaér impar de transpozitii.
Vom nota cu 4, multimea permutérilor pare de gradul ».
. Dacéd o si @ sunt permutari pare de gradul n, adici ¢ € 4,, ¢ € 4,, atunci
oo € 4, si c'ed,In plus, e € A4,.

19 =

o W

h

S s n! o n!
6. Numadrul permutérilor pare de gradul » este 7 , adica 4,, are —2— elemente.

Exercitii propuse

—t

Fie p taril = : 3 0= : ; Calculati 6o si oo
1€ permutaril€ ¢ " 8 culatl o 1 8

17



10.

11.

18

2 3 4
1 4 2

si sd se determine cel mai mic numir natural nenul k, pentru care 6 = ¢.
Fie ¢ € §,. Sa se arate ci existd un numar natural nenul p, astfel incat o? = e.

Fie permutarea o 2( ] Sa se calculeze permutirile: o, G2 G’ ...

_ . 1 23 4) . 1234
Fie permutarile ¢ = sit= . S4 se arate ci 671 = 10.
2134 1243

Sa se scrie numdrul de inversiuni si semnul fiecireia dintre permutirile:

(123‘1234'12345'123456
3 21)21 4313541224136 5)

Sa se scrie toate transpozitiile de gradul 3.
Sa se scrie toate transpozitiile de gradul 4.
2 3 45

Fie permutarea ¢ =
3 4 2 1

j - Sé se scrie ¢ ca produs de transpozitii.

. 1 2 3 4 .. n n+l n+2 ... 2n
Fie permutarea ¢ € §,,, 0 =

1357 . 2n-1 2 4 .. o2a)
Sa se determine numarul de inversiuni ale permutdrii ©.

Sa se determine n, astfel incét o si fie permutare para.

1 2 3 .. n n+l n+2 .. 2n
2 46 .. 2n 1 7 = 2n—1j'
Sa se determine numirul de inversiuni ale permutarii .

Sa se determine n, astfel incat o si fie permutare para.
Sa se arate cd orice permutare ¢ e S, este un produs de transpozitii de forma

(12); (13);...;(1 n).

Fie permutarea ¢ € S, o =[

1.5. Evaluare sumativi

Testul I
: _ 1 2 3 4 5\ . 1 2 3 45
Fie permutarile ¢ = sit= :
5312 4 4 2 5 31

Sa se calculeze o7 si 1o,
Sa se determine permutarea ¢ € Sy care are numairul maxim de inversiuni.
1 23 45 6 7

2 i 437 6
incét o sa fie: a) pard;  b) impara.

Fie permutarea o =( j Sa se determine i si j, astfel



[38)

[ ]

1 2 3 456
Fie permutarea o :[6 19 8 8 lj' Sa se scrie ¢ ca produs de
transpozitii.
Testul II
. 1 2 3 4 5
Fie permutarea ¢ = .
3251 4

- . 1 2 3
a) Sa se calculeze puterile: o', 67, o7, ....

b) Sa se determine cel mai mic numar natural £ > 0, pentru care & F=e.
1 2 3 45 6
2 6 41 3 5

1

a) numadrul de inversiuni ale permutarii ¢~ ;
. o - —
b) signatura permutdrii ¢ .

Fie permutarea o =( J . Sé se determine:

12345
34521
forma (1 k), unde k € {2, 3, 4, 5}.
12345678910
13579246810)

Permutarea ¢ este pard sau impara?

Sa se scrie permutarea o :( j ca produs de transpozitii de

Fie permutarea ¢ € Syo, © =(

Probleme pregatitoare pentru bacalaureat

Se considerd n € N*, multimea S, a permutérilor de » elemente si permutarea

) ) 1 2 3 .. n
identicad e = .
1 2 3 ... n

1 2 3 4

a)Pentrun=4si o=
32 41

j € S4, sa se calculeze ol

b) S se demonstreze cd, pentru orice c€S,, existd p eN*, astfel incit ¢” =e.

¢) Sa se arate cd, pentru n > 3, existd c€ S, ¢ # e, astfel incit ¢”" =c .
(Bacalaureat 2008, M,, varianta 6)

. . 1 23 1 2 3
Se considera permutdrile e, o € S;, e = , o= 5
1 2 3 31 2

2008 _

a) Sa se rezolve ecuatia o x=e, x €85;.

19



b) Sa se calculeze Z m(c), unde m(c) este numarul inversiunilor permutarii
AN

G€S3.

c) Sd se demonstreze ci, oricare ar fi ordinea factorilor, produsul tuturor

permutdrilor din S; este diferit de permutarea identici ec S;.
(Bacalaureat 2008, M, varianta 10)
In mulfimea S; a permutirilor de 3 elemente se considers permutarea

1 2 3
c= :
31 2
a) Sa se verifice cd permutarea c este para.

b) Sa se determine toate permutdrile x € Sj, astfel incit xo = ox.
¢) Pentru & € N fixat, sa se determine toate permutdrile y € S;, astfel incat

V' =o0. (Bacalaureat 2008, M;, varianta 25)

. 1 2 3 4 5 6
Se considera permutarea ¢ Ss, 0=

2 45 3 6 1

- . —1
a) Sa se determine o .

b) Sé se arate cd permutirile o si 6! au acelasi numar de inversiuni.

¢) Sa se arate cd ecuatia x* =& nu are solutii in Ss.
(Bacalaureat 2008, M, varianta 52)

2 3 4 51

a) Sé se determine multimea 4 = {o”" | n e N*}.

) 1 2 3 45
Fie permutarea o = e Ss.

b) Sa se arate cia toate elementele mulfimii 4 sunt permutiri pare.
5
¢) Sa se gaseascd permutarea te Ss, astfel incit suma o, = Zc(k)r(k) sd ia
k=1
valoarea maxima. (Bacalaureat 2008, M, varianta 80)

Test de autoevaluare

I. Completati spatiile punctate astfel incat si obtineti propozitii adevirate.

(30 puncte)

213

312

. 1 2 3) . 1 23
10p 1. Produsul permutirilor ¢ = Sl T= este permutarea .....

10p 2. Cel mai mic numar natural nenul &, pentru care 6* = ¢, unde

20



10p 3. Numarul de inversiuni al permutdrii ¢ =(

_1234este
=l3 1 4 g ST

W —
NG )

II. Incercuiti raspunsul corect. (30 puncte)

10p 1. Fie permutarea ¢ = (1

10p 2. Inversa permutdrii o = (

3
321

123 123 123 123
A'(l 2 3] (2 1 3) [3 1 2} D'(3 2 1)
)

este:

123 4),(123 4 123 4 123 4
A‘[4321JB'£3412J C'(4123j D'[2143j

). Atunci ¢° este:

N —
ol A
B W
(98]

10p 3.Fie o= (1 3) siT =(1 2 3). Solutia ecuatiei ¢ - x = 1 este:

123 123 123 123
A'(312) B'[231j C'(321] D'(213]

III. Scrieti rezolvirile complete. (30 puncte)

10p 1.

10p 2.

10p 3.

Fie permutarea ¢ = L &4 356 78 Determinati i si j, astfel
P 274376 38) Hs

incat permutarea ¢ s fie:

a) pard;
b) impara.

. 12 .. n n+l n+2 ... 2n .
Fie permutarea G—(24 Con 3 2n—1]' Determinati
numadrul natural », astfel incat permutarea ¢ sa fie impara.

1 2 3 4

Fie permutarea G=(5 43 2 1

j. Scrieti permutarea ¢ ca produs de

transpozitii.
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2. Matrice

Fie C, multimea numerelor complexe, M = {1, 2, ..., m}, multimea

primelor m numere naturale nenule, siN={1,2, .., n}, multimea primelor »
numere naturale nenule.

Vom numi matrice de tipul (m, n) o functie 4 : M x N — C.

Daca notam A(i, j) = a; € C, i e M, j € N, vom scrie:

al 1 alz “ee aln
A - azl a22 “en azn
Apl Gy e Ay

sub forma unui tablou cu m linii si 7 coloane ce cuprinde valorile functiei 4.

Vom nota cu .7, ,(C) mul{imea tuturor matricelor de tipul (m, n) avand
elemente din mulfimea C a numerelor complexe.

Daca m = n, se noteaza . 7, (C) multimea matricelor patratice de ordinul
n. In acest caz, sistemul ordonat de elemente (ayy, ay, ..., a,, ) se numeste

diagonala principald a matricei pitratice A4, iar sistemul ordonat de elemente
(a1, 3. py5 .., @, ) se numeste diagonala secundard a matricei patratice 4.

Suma elementelor de pe diagonala principald a unei matrice patrate 4 se
numeste urma matricei 4 si se noteaza Tr(4), adica Tr(4) = apnt apt..+ta,,.

Proprietiti ale urmei matricei
Fied,B e .7, ,(C). Au loc egalititile:

a) Tr(4 + B) = Tr(4) + Tr(B);
b) Tr(r4) = A Tr(4);
c) Tr(4B) = Tr(BA).

2.1. Operatii cu matrice
1) Adunarea matricelor

Fie 4 §i B, doud matrice de acelasi tip, 4B € 4,,(C), 4= (a; ),
B= (by),unde 1 <i<m, 1<j<n. Definim matricea C = (c;), cu ci=a;+b;,

Vi=1, n, j=1, n, cafiind suma dintre matricele 4 si B; scriem C = 4 + B.
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! (1 i -1 -2 0 1
Exemplu. Fie 4,B € . /4,(C), A= \ s B= .
0 -1 2 3 2 -4

1+(-2) i+0 -1+1 1 ¢ O
Avem A + B = = .
0+3 -1+2 2+(-4) 31 =2

Proprietitile adunirii matricelor
1°) Adunarea matricelor este comutativd, adica oricare ar fi 4,Be . 7, ,(C),

avem 4 + B =B + A.

2°) Adunarea matricelor este asociativd, adica oricare ar fi 4,B,Ce . 7, ,(C),
avem (A+B)+C=4+(B+0).

3°) Element neutru. Matricea 0,,, € . 7, ,(C), cu toate elementele egale

cu zero, este element neutru pentru adunarea matricelor, adica oricare ar fi
Ae #,, (C),avem 4+0,,=0,,+4 =A4.

4°) Orice matrice are un opus, adica oricare ar fi 4 € .7, ,(C), existd

matricea notatd — 4, astfel incat 4 + (—A4) =(—A) + A=0,,,.
Matricea — 4 = (—al-j ),dacd 4 = (a,.j- ).

2) inmultirea matricelor

Fie 4 = (a; ), o matrice de tipul (m, n), si B= (b ), o matrice de tipul (n, p).

Definim matricea C = (¢;; ), de tipul (m, p), unde
n
cik = al-lblk +a,-2b2k S amb"k = Zaljbjk .
j=1

Matricea C se numeste produsul dintre matricele 4 si B si se noteazd C = AB.

1 -3
_ -1 1 =2
Exemplu. Fie 4 = ,B={ 0 1
0 3 4
1 0
Deoarece A este o matrice de tipul (2, 3) si B — o matrice de tipul (3, 2),
-3
Lo -1 1 =2
are sens produsul 4B si obtinem: AB = 8 @ b 10 1 |=
-1 0

(D A+104(=2)-(=1) (-D)-(-3)+1-1+(-2)-0) (1 4
0-143:0+(—4)-(-1)  0-(-3)+3:-1+(-4)-0 ) |4 3)
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